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Examen Final :

Applications de I'analyse a la géométrie, initiation a I'algébre linéaire — MVA 006

Consignes particuliéres aux candidats : Le sujet comporte 2 pages. Toute réponse non justifiée ne sera pas prise en considération. La rigueur et la
clarté de votre rédaction entreront pour une part importante dans ['évaluation de la copie. Les exercices pourront étre traités dans l'ordre de votre choix.

Exercice 1: (4 points)
Xy

Soit f la fonction de deux variables réelles définie par f(x,y) =4 x>+ y*

st (x,y)#(0,0)

0 si (x,y)=(0,0)
1-Montrer que f est continue en (0,0). indication : on pourra poser X = x, Y = yz puis passer aux coordonnées polaires.
e) ) ) e)
2-Calculer l(O, 0) et i(O, 0), puis i(x ,y) et i()c ,y ) pout tout (x,y)# (0,0).
ox dy ox dy

3-Etudier la continuité des dérivées partielles premieres de f en (0,0).

Exercice 2: (4 pts)

Soit f la fonction de deux variables réelles définie par  f(x, y) =x" +y’ +3(x” — y).
1-Etudier les points critiques (stationnaires) de la fonction f .

2-En calculant f (h,h) montrer que la fonction f n'admet pas d'extrémum en (0,0).
3-Terminer alors I'étude des extrémums locaux de f .

Exercice 3: (4 pts)

Soit I 1la courbe dont I’équation en coordonnées polaires est donnée par p(8) = sin(g) .

1-Calculer p(6+3x) . En déduire que pour obtenir entierement I il suffit de I’étudier pour @€ [0, 377[] , puis d’effectuer

une symétrie que 1’on précisera.

. . .. N T 3z
2-Etudier et tracer entierement la courbe I'. On précisera les tangentesa I" en 8 =0, 8= E , =71 et O= 7

Exercice 4: (5 pts)
2
x(t)=t>+=
Soit (C') la courbe paramétrée par t ou le parametre ¢ varie dans ]0, 4oo[
y@)=t+-
t

1-Etudier les branches infinies de (C).
2-Etudier les variations des fonctions # > x(¢) et ¢t > y(t) sur ]0,+oo[ .

3-Montrer que la courbe (C ) admet un unique point singulier dont on précisera la nature. Préciser la tangente en ce point.
4-Dessiner (C)
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Exercice 5: (4 pts)
On considere la région suivante : D ={(x,y)e R*: 0<x<y, iS x*+y <1}

1-Dessiner D .

2-Calculer les intégrales doubles suivantes: [ = HD xdxdy , J= ”D vdxdy

3-En déduire les coordonnées du centre de gravité de la région D considérée comme une plaque homogene.

Exercice 6: (3 pts)
2 2
X
En utilisant le changement de variables suivant: u =—, v = e
y

, montrer que I’aire de la région D définie par

2 2
D={(x,y)eR: 1<X <4, 1<2 <21 vaut 1.
y X

Exercice 7: (4 pts)
1
Soit (S) un solide homoggne de masse volumique 1, occupant le domaine D = {(x, y,z)e R’ :0< z < > X +y +z77 <1}

En utilisant les coordonnées sphériques, déterminer le volume de (S) puis son moment d’inertie par rapport a I’origine O.

Exercice 8: (4 pts)
Considérons I’intégrale curviligne suivante : [ = (j.)F— y3dx+ x3dy ou I estun cercle de centre O et de rayon R > 0.

1-Calculer I en utilisant une représentation paramétrique de I".
2-Recalculer [ en utilisant le théoreme de Green-Riemann.

Exercice 9: (8 pts)
On considére la matrice suivante : A=|m -m° m | ol m est un paramétre réel.

1-Calculer le déterminant de A .
2-En discutant suivant les valeurs de m , étudier le rang de la matrice A .

3-Pour quelles valeurs de m les vecteurs (1,m,m),(—m, —mz,l) et (mz,m, —mz) sont-ils linéairement indépendants dans R*?
4-On pose m =2 pour toute la suite de 1’exercice.
4-1) Montrer que A est inversible et calculer A" .

1
4-2) Expliquer pourquoi on ne peut pas trouver une matrice X telle que X.A=|1
1
1
4-3) Peut-on trouver une matrice X telle que A.X =|1|? Si oui déterminer X .
1
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